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Resumo da Dissertacao apresentada & UFBA como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ANALISE DE UMA DEFORMACAO DO MAPA LOGISTICO ATRAVES DO
¢-PRODUTO NO LIMIAR DO CAOS

Robson Wilson Silva Pessoa

Fevereiro/2013

Orientador: Ernesto Pinheiro Borges

Programa: Engenharia Industrial

Foi investigada uma generalizagdo do mapa logistico na forma z,,; = 1 —
aZn gy Tn (-1 <=z, <1 0 < a<2), onde ®, representa uma generalizacdo
do produto ordinério, conhecido como g-produto. O produto usual, e consequen-
temente o mapa logistico usual, é recuperado para o limite ¢ — 1. O mapa da
cabana é também um caso particular para gm., — 00. A generalizacao deste (e de
outros) operadores algébricos tem sido amplamente utilizados no contexto da me-
canica estatistica nao extensiva. O foco deste trabalho foi a analise do limiar do
Ca0s Para ¢mqep > 1 particularmente para o primeiro ponto critico a., que apresenta
dependéncia com g,,,. Diagramas de bifurcacao, sensibilidade as condigoes iniciais,
dimensao fractal, taxa de relaxacao para o atrator, e taxa de crescimento da entropia
foram avaliados em a.(gmqp), € conexdes com a mecanica estatistica ndo extensiva
foram exploradas. O mapa ¢-logistico pode apresentar coexisténcia de atratores e

caos robusto para gpq, > 2.
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Abstract of Dissertation presented to PEI/UFBA as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

ANALYSIS OF A DEFORMATION OF THE LOGISTIC MAP THROUGH THE
¢-PRODUCT AT THE EDGE OF CHAOS

Robson Wilson Silva Pessoa

February /2013

Advisor: Ernesto Pinheiro Borges

Program: Industrial Engineering

A generalisation of the logistic map as r,41 = 1 — az, ®q,.,, Tn (-1 <z, <1,
0 < a < 2) was investigated, where ®, stands for a generalisation of the ordinary
product. The usual product, and consequently the usual logistic map, is recovered
in the limit ¢ — 1, The tent map is also a particular case for ¢,, — o0o. The
generalisation of this (and others) algebraic operator has been widely used within
nonextensive statistical mechanics context. I focus the analysis for ¢pq, > 1 at the
edge of chaos, particularly at the first critical point, that depends on the value of
Jmap- Bifurcation diagrams, sensitivity to initial conditions, fractal dimension, rate
of relaxation to the attractor, and rate of entropy growth are evaluated at a.(¢map),
and connections with nonextensive statistical mechanics are explored. The ¢-map

may present coexistence of attractors and robust chaos for gpq, > 2.

vil



Sumario

[Lista de Figuras| X
(1 Introducao| 1
(1.1 Distribuicoes nao-extensivas| . . . . . . . . . .. .. ... ... 4
(1.2 Operacoes algébricas generalizadas| . . . .. .. ... ... ... ... 7
[1.2.1 Lei dos erros de Gauss e sua generalizacaol . . . . . . . .. .. 9

2 Sistemas dinamicos de baixa dimensionalidade e algebra generali- |
[_zadal 12
2.1 Dinamical . . . ... . . . 12
2.2 Sistema conservativos de baixa dimensionalidadel. . . . . . . ... .. 13
[2.3  Sistemas dissipativos de baixa dimensionalidade |. . . . . . . . . . .. 14
[2.3.1 Mapa logisticol. . . . . . .. ... ... 14

[2.3.2  Mapas logisticos deformados| . . . . . . . .. .. ... ... .. 19

|3 Sensibilidade as condicoes iniciais| 23
[3.1  Expoente de Liapunov| . . . . . .. ... ... L. 24
[3.2  Expoente de Liapunov generalizado| . . . . . .. .. .. ... ... .. 25
[3.3  Método da taxa de crescimento da entropiaf. . . . . . . ... .. ... 33

4 Meétodos de relaxacaol 39

viil



4.1 Dinamica de relaxacaol . . . . . . . . . oo 0oL

[4.2  Distribuicoes quase-estacionarias

5 Conclusoes|

[A° Apéndice|

[A.1 Limites para o g-produto|

[A.3 g-Exponencial| . . . ... ..o o000

[A.4 g-Gaussianal . . . . . . . ...

[Reteréncias Bibliograficas|

X

46

49

49

54

57

28

62



Lista de Figuras

(1.1 Funcao g-exponecial e g-logaritimo para diferentes valores de ¢g.|. . . . 6
(1.2  Funcao g-gaussiana para diferentes valoresdeqg.| . . . . . . . . . . .. 7
2.1 2y em funcao de zy para o mapa logistico,u =2.[ . . . . . . . . . . .. 15
[2.2  Histograma do mapa logistico para o ponto Misiurewicz|{. . . . . . . . 18
7278 T 21
[2.4 Diagrama de bifurcacao para diferentes valores de ¢ap.| . . . . . . . . 22

[3.1  Expoente de Liapunov como uma funcao de do parametro de controle |

para diferentes valores de ¢y, - - - . . . ..o 28

(3.2 Expoente de Liapunov maximo para ¢m., = 1.25 para a regiao da |

janela mais larga , deciclo3.f. . . . . .. .. ... oL 29

[3.3  Sensibilidade as condigoes 1nicials, L em funcao de ¢pap| - . - . . . . . 31

[3.4  Dependéncia do primeiro ponto de bifurcacao por acumulacao de du- |

| plicacao de periodo a. sobre ¢pap.| - - . . . . .o 32
[3.0  Numero integrado de visitas por célula) . . . . . .. .. ... ... .. 36
B NG e el —Je S0 S i de S e l

| radas como uma funcao de gmqp| - - - . . ... 36
[3.7 Entropia média para ¢e, = 1.1 . . . . . ..o o000 37
(3.8 Gent em funcao de gpap.| - - - . . oo oo 38




[4.1  Relaxacao ao atrator critico para o limiar do caos.|. . . . . . . . . .. 40

4.2 Dimensao fractal para o limiar do caos como uma fungao do gy . . 41

4.3 g-Gaussianas para diferentes valores de ¢ - - - . . . . . ... 45

xi



Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao esta dividida nos seguintes capitulos: o capitulo [I] trata de alguns
conceitos iniciais sobre sistemas dinamicos, caos, fractais, algebra generalizada e
mecanica estatistica; o capitulo [2| trata dos sistemas dinamicos de baixa dimensio-
nalidade, introduz um novo mapa deformado através de uma algebra generalizada.
O capitulo [3| faz uma analise das trajetorias de varias condicoes iniciais para o mapa
logistico generalizado (mapa g¢-logistico) no limiar do caos e apresenta a caracteri-
zacao através do expoente de Lyapunov; o capitulo [4] apresenta a estimativa dos
parametros de crescimento da entropia de Tsallis para o mapa g¢-logistico no limiar
do caos, e também sao estimados os parametro de relaxacao da entropia de Tsallis
em funcao do parametro de deformacao do mapa g-logistico e algumas distribuicoes

no limiar do caos; o capitulo 5] finaliza com as conclusoes.

A manifestacdo de fendomenos com propriedades especiais como fractalidade,
quebra de ergodicidade, correlagoes espaco-temporais de longo alcance, memoria de
longa duracao, criticalidade auto-organizada etc., estabeleceu uma classe de sistemas
chamados de complexos. Estas propriedades estao presentes em muitos sistemas

fisicos, biologicos, financeiros, quimicos e até medicinais, e outros.

A ampla observagdo de fenémenos complexos na fisica (astronomia, fisica de
particulas, turbuléncia), biologia (DNA, conformacoes de enzimas), mercado finan-
ceiro (indices da bolsa de valores), matematica (fractais), computagao (percolagao,

automatos celulares) etc., sugere um momento de observacao do cenario historico de



modificagao da fisica mateméatica para um campo mais abrangente que é a ciéncia
dos sistemas nao lineares. Tal é a importancia destes fend6menos que os novos méto-
dos de tratamento de sistemas complexos passam a ter estrutura cientifica propria
e formalismo especial, caso da mecanica estatistica nao extensiva. Embora os sis-
temas complexos apresentem para diversas propriedades comportamentos simples,
nem todo tratamento matematico esta bem estabelecido e existem alguns pontos em

desenvolvimento.

A Mecanica Estatistica nao Extensiva, neste cenario do final do século XX e
inicio do século XIX atua de forma interdisciplinar na sua aplicacao e concepcao.
O surgimento desta &rea ocorreu com a publicacao do artigo intitulado Possible
Generalization of Boltzmann-Gibbs Statistics, por Tsallis em 1988 (TSALLIS, |1988)),

com a definicao da entropia

1— SV
Sq:k%, (1.1)

onde W é o niimero de microestados e p; é a probabilidade do microestado i; k é a
constante que confere consisténcia dimensional, a constante de Boltzmann. O limite

q — 1 a reduz a forma da entropia de Boltzmann-Gibbs,

w
S = —k;Zpilnp,». (1.2)
i=1

Vinte anos ap6s a proposta da generalizacao da entropia de Boltzmann-Gibbs, Tsal-
lis publica um livro (TSALLIS, [2009) com os principais resultados obtidos desta
nova formulacao nas mais diversas areas. Neste livro, o autor propoe no prefacio
alguns questionamentos e explicacoes a respeito das generalizacoes e a negligéncia de
alguns axiomas importantes em Mecanica Estatistica, Termodinamica e Dinamica

de sistemas caoticos, areas correlatas desta nova vertente.

A entropia de Tsallis, equagao [I.1, para um sistema composto por duas partes
independentes A e B, no qual probabilidade do estado ij do sistema composto é
dada pelo produto das probabilidades de cada subconjunto, Pi?JFB = P{“PJB7 é dada

por

SA+B) = 5,(4) + 5,8) + L Vs (4)5,(5) (1)

Esta expressao mostra que a entropia S, é nao-aditiva. Inicialmente a entropia .5,

foi denominada, erroneamente, de entropia nao-extensiva. Entretanto extensividade



e aditividade sao propriedades distintas. A aditividade é relacionada a entropia de
um sistema composto por subsistemas independentes. A entropia de Boltzmann-
Gibbs é aditiva, S(A + B) = S(A) + S(B), e a entropia S, é nao-aditiva. Ja a
extensividade se aplica quando a propriedade é proporcional ao tamanho do sis-
tema N. Em sistemas com correlacoes fracas, a entropia de Boltzmann-Gibbs é
extensiva, enquanto a entropia S, ¢ nao-extensiva. Nestes sistemas, os conceitos de
aditividade e extensividade sao coincidentes. Para sistemas com correlagoes fortes
(mais particularmente, uma classe especifica de correlagoes fortes), a entropia de
Boltzmann-Gibbs pode se tornar nao-extensiva, e pode haver um valor especial do
indice ¢, frequentemente denominado ¢.,; (ent de entropia), que torna a entropia
Sqen: Proporcional a N, portanto extensiva. A confusao entre esses conceitos levou,
nos anos iniciais, a denominacao de S, como entropia nao-extensiva, mas a denomi-
nacao adequada é entropia nao-aditiva. A expressao nao-extensiva continua sendo
utilizada, e véalida, para a mecanica estatistica, pois a energia (e nao a entropia) é
nao-extensiva, para sistemas com interacoes de longo alcance. Usa-se, portanto as
denominacoes mecanica estatistica nao-extensiva, e entropia nao-aditiva. A distin-

¢ao entre estes conceitos estd esclarecida no livro (TSALLIS| 2009).

Recentemente Tsallis (TSALLIS, 2011) discutiu alguns pontos abertos na me-
canica estatistica nao extensiva. Neste artigo, ele apresenta as conexoes entre os
tratamentos da fisica-matemética para sistemas simples, esclarecendo os desenvol-
vimento das conexoes entre os tratamento de sistemas microscopicos, mesoscopicos
e macroscopicos. Além disso, deixa claro a limitacdo deste formalismo e estabe-
lece suas conexoes com a mecanica, com a teoria de probabilidades, e com a ter-
modinamica. Ainda neste artigo, o autor mostra que o surgimento de entropias
generalizadas e consequentemente a generalizacao da mecanica estatistica, permite
o tratamento de sistemas complexos de forma fundamentada e bela. Destacamos
os resultados de tratamento de dados obtidos pelo Large Hadron Collider (LHC),
reportados por (KHACHATRYAN et al., 2010), no qual sdo modeladas distribui¢oes
de hadrons carregados em funcao do momento transverso. Além deste trabalho exis-
tem muitos artigos listados por Tsallis (ISALLIS, 2011) com resultados convincentes

sobre a aplicabilidade desta entropia generalizada.

Sistemas que apresentam propriedades nao extensivas tem fornecido os elemen-



tos necessarios para avaliagao das entropias generalizadas. Entre os trabalhos que
apresentam os resultados mais importantes para o desenvolvimento de métodos nesta
area, esta o artigo [I'sallis, Plastino e Zheng| (1997)), no qual sao exploradas as propri-
edades como sensibilidade as condicoes iniciais e a taxa de crescimento da entropia
para o mapa logistico. Esta propriedade foi respresentada pela funcao g-exponencial
oriunda do formalismo de Tsallis. Neste sentido sao discutidos as questoes perti-
nentes a identidade de Pesin que é apresentada com detalhes no capitulo |3 Deste
trabalho surgiram outros artigos fundamentais para discussao da validade desta
igualdade através de outros métodos, por exemplo, |[Latora e Baranger| (1999), La-

tora et al. (2000) .

O objeto central desta dissertacao é a analise de uma deformacao do mapa lo-
gistico, utilizando o g-produto, no limiar do caos, e suas possiveis conexoes com a
mecanica estatistica nao extensiva. Nas secoes a seguir sao apresentadas as princi-
pais propriedades a respeito deste sistema. Entre elas serao indicadas a definicao de

mapa, conjugacao topologica, densidade natural invariante etc.

1.1 Distribuicoes nao-extensivas

A Termodinamica explica fend6menos de sistemas constituidos por muitos elementos
do ponto de vista macroscopico, enquanto que a Mecanica Estatistica o faz pelo viés
microscopico. De forma simplificada, os esforcos da Termodindmica comprimem
toda a informacao de um volume de controle observado em propriedades macros-
cOpicas como temperatura, pressao, massa especifica, entropia etc. Este tipo de
avaliacao permite que o sistema seja caracterizado através do sistema de medicao
independentemente do comportamento das particulas que o constituem. Explicar o
comportamento deste volume de controle através das particulas que o constituem
é papel da Mecanica. Entretanto, nesta tarefa, a Mecanica enfrenta uma de suas
maiores dificuldades, o elevado nimero de equacgoes devido ao grande nimero de
particulas e por consequéncia o grande ntimero de condi¢oes iniciais desconheci-
das (Callen| [1985), (NUSSENZVEIG 1999). Resolver este conjunto de equagoes

torna-se, portanto, invidavel. Assim, a abordagem estatistica torna-se indispensa-



vel. Vamos desenvolver duas distribui¢oes de probabilidade oriundas do formalismo

nao-extensivo.

A entropia S, equacao [I.1], sujeita ao vinculo da normaliza¢ao

f:pi ~1, (1.4)

e ao valor médio da energia, na forma

w
E,=) PIE; (1.5)
=1

sendo F; a energia do microestado 7, origina a seguinte expressao para a probabili-

dade:

P(E,) = A, exp,(~BE,), (L6)

onde A, é um fator de normalizacao (veja Apéndice|A.3)) , e a funcao ¢g-exponencial
é definida por

1

exp,(z) = [1+ (1 =gzl (r,qeRN). (1.7)

O subscrito + simboliza [A]; = max (A, 0), sendo uma forma abreviada para repre-
sentar uma restricao da funcao g-exponencial. Esta restricao impede a ocorréncia
de nimeros complexos, permitindo sua interpretacao como probabilidade. A funcao

g-exponencial tem como inversa a fungao g-logaritmo:
In,o=—— (x>0), (1.8)
i.e., Ing(exp, x) = exp,(In, z) = z. O limite ¢ — 1 recupera as fungoes tradicionais.

Consideremos um sistema aberto submetido a um processo de difusao. A en-
tropia S, pode ser escrita em foram continua da seguinte maneira (TSALLIS et al.,

1995b), (PRATO; TSALLIS, 1999)

1= [ Eop(x))
q—1 '

Sqlp(2)] = k (1.9)

Submetendo essa entropia ao processo de maximizacao de Lagrange, sujeita aos

vinculos (vide Apéncice |A.4)

/_OO dep(zr) =1 (1.10)

o0



4 | | |
I y = al[l + (1 — q)bx]"/1 -1
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Figura 1.1: Gréficos da fungao g-exponecial e g-logaritimo para diferentes valores de
g. A mudanca da concavidade para estas funcoes acontece em ¢ = 0. Os parametros

a e b utilizados para gerar estas figuras nao sao iguais.
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v = al — (1 — g)ba?] /00

Figura 1.2: Graficos da fun¢ao ¢-gaussiana (TSALLIS et al.l 1995b) para diferentes

valores de q.

/_OO %“"x?[o—p(x)}q _ o2 (1.11)

[e.9]

obtém-se a chamada funcao ¢-gaussiana:

p(z) = Agexp, (—Bz?) (1.12)

onde a expressao para a constante de normalizacao A,, varia de acordo com o caso
g<loul<q<3(veja Apéndice [A.4)). A fungao g-gaussiana nao é normalizével
para ¢ > 3. A figura apresenta trés casos da g-gaussiana.

1.2 Operacgoes algébricas generalizadas

As funcoes g-exponencial e g-logaritmo satisfazem as seguintes propriedades:

exp, () exp,(y) = exp, (= +y + (1 — ¢)zy), (1.13)

In,(zy) =In;z+In,y+ (1 —¢)Inzlny. (1.14)

Essas propriedades serviram como inspira¢ao para o desenvolvimento de uma algebra

generalizada (NIVANEN; MEHAUTE; WANG), 2003; BORGES, [2004a). A g-soma

7



entre dois nimeros x e y ¢ definida por
TSy =1z +y+(1—qzy, (1.15)
e o g-produto entre dois niimeros reais x e y vem definido por
T ®,y = sign(z)sign(y) [z + |y|' ¢ - 1}?1‘1 (1.16)

onde [A]; = max{0, A}. O limite ¢ — 1 recupera as operagoes usuais (r®1y = r+y,
r®1y = xy). A definicao original, como em (NIVANEN: MEHAUTE; WANG, 2003;
BORGES, 2004a)), era mais simples, restrita a valores reais positivos das variaveis x
e y. A equacao nao apresenta esta restricao, e foi apresentada em (TSALLIS,
2009). Particularmente o g-produto exerce um papel central na generaliza¢ao do
mapa logistico, que tratamos nesta dissertacao. Com essas defini¢oes, as equacoes

e ficam reescritas de forma mais conveniente,

exp, () exp,(y) = exp,(x ©q ), (1.17)
In,(zy) = In, = &, In, y, (1.18)
exp, () ®q exp,(y) = exp,(z +y), (1.19)
In,(z ®,y) =In,x + In, y, (1.20)

A definicao de soma usual possui a propriedade de comutatividade e a sua forma

generalizada ¢g-soma mantém esta propriedade.
Ty =YDy (1.21)

Nesta algebra também é verificada a existéncia da propriedade associatividade para

a operagao g-soma [1.22]
TDq (Y By 2) = (xBgy) By 2 (1.22)

Embora sejam mantidas as propriedades de comutatividade e associatividade para
a operacao ¢-soma, a distributividade é perdida ao generalizar esta opercao, logo

trata-se de uma algebra nao distributiva como explicado em (BORGES] [2004b).

a(z @, y) # (ax By ay). (1.23)

8



Outra propriedade que permanece sem alteragao para a g-soma é o elemento neutro,

r@,0=00,2z == (1.24)

Definido o elemento neutro pode-se utilizd-lo para a definicao do oposto e por con-

sequéncia a operagao de subtragao [1.2| como segue;

r®, (01) =0 (1.25)

o —T 1
ST Tt

O uso da g-algebra tem tido diversos usos em aspectos teodricos do formalismo
nao-extensivo, veja, por exemplo, as referéncias (BORGES, [2004a; ARRUDA et
al.l 2008 JAGANATHAN; SINHA/ 2005; [TSALLLS; QUEIROS, 2007; PENNINI;
PLASTINO; FERRI, 2008; SCARFONE; SUYARI; WADAL 2009; SUYARI, 20006
SILVA: ANSELMO; ALCANIZ, 2009; SUYARI; TSUKADAL 2005; [UMAROV;
TSALLIS; STEINBERG, 2008). Mais detalhes da g-algebra, com representacoes
graficas, sao apresentados por Tsallis em (TSALLIS, 2009).

1.2.1 Lei dos erros de Gauss e sua generalizagao

A lei dos erros de Gauss frequentemente utilizada pela ciéncia como hipotese para
a realizacao de medicoes, pode ser representada pela funcao densidade de probabi-

lidade como segue:

1 e2
exp ———.
2ro P 202

fle) = (1.26)

A equacao [1.26] é referenciada na literatura como distribuicao Gaussiana. A sin-
tese do resultado da lei de Gauss através de uma unica equagao pode ser realizada
através de dois caminhos ao menos, pelo método da maximizagao da entropia e o
principio da maxima verossimilhanca. Estes métodos foram explicados detalhada-

mente em (SUYARI; TSUKADA, 2005).
Dado um conjunto de informacgoes de tamanho n,
{z1,29,...,2, € R},

9



sabe-se que z;(i = 1,2,...,n) é um valor de variavel aleatoria X;(i = 1,2,...,n)
independente e indenticamente distribuidas. O valor de z; é definido como resultado
da observacao do valor verdadeiro = adicionado de valor de erro e;. Assim, para cada
varidvel aleatoria X; serd atribuida uma variavel aletoria F;, logo temos a seguinte
representagao, X; = x + F;(i = 1,2,...,n). Segundo a hipotese de indepéndencia
das variaveis aleatorias, a proposta de fungao de verossimilhanca é dada pela equacao

27

L(O) = f(x1 — 0)f(z2—0) ... f(an—0). (1.27)

A definicao da funcao de verossimilhanca é fortemente ligada a funcao de densi-
dade de probabilidade condicional (porém nao mantém as mesmas propriedades de
uma funcao densidade de probabilidade, por exemplo a sua integral é diferente de
1), por isso para um conjunto de observacoes independentes tem a forma apresen-
tada na equacgao [[.27] Entretanto, devemos salientar a seguinte caracteristica que
a diferencia de uma densidade de probabilidade, na perspectiva de uma funcao de
verossimilhanca, as observagoes sao fixas, enquanto que seus parametros sao des-
conhecidos e tem comportamento aleatério. A insercdo do g-produto na fucao de
de verossimilhanca torna a equacao um caso particular da equacao para
¢ = 1. A maximizac¢ao da equagao [I.28para o parametro 6 conduz a equagdo da g-
gaussiana . A utilizacdo do g-produto em principio nao necessariamente deve
resultar na ¢-gaussiana, entretanto, como obtido pelo método da maximizacao da
entropia, este resultado reforca a proposicao de generalizagao da gaussiana realizada
por Tsallis et al.| (1995a)). Vejamos a seguir a proposta de dedugdo de Suyari para a

representacao de funcao de verossimilhanca introduzindo o ¢-produto:

L(O) = f(z, — 0) ®y (s —0) ®, ... 0y [(xn—0). (1.28)

Para facilitar a avaliagao do méximo das func¢oes e aplica-se logaritmo
natural e ¢g-logaritmo (ver equacao |1.8)), respectivamente. Para a funcao é util
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a aplicagao da seguinte propriedade para o ¢g-produto de dois elementos;

log,(r @, y) = log,(z) + log,(y), (1.29)

logo obtemos,

log,(L(0)) = log,(f(z1 — 0)) +1log,(f(za — 0)) + ... +log,(f(z, — 0)) (1.30)

que para o caso de ¢ = 1 recupera a forma usual da funcao de verossimilhaca
(equagao [1.27) como explicado em (SUYARI; TSUKADA| [2005). A derivada da
funcao de verossimilhanca tem um resultado especial que pode ser conseguido

pela aplicacao da propriedade da derivada de uma funcao g-logaritimo (1.8

dlog,(y(x)) o (z)
e~ (o) (1.31)

fornece o valor de 6 para ¢ = 1 como conhecido para aplicacoes em sistemas sim-

ples(ver equagcao [1.32)).
L'(0) <~ f(0— )
— = —_— 1.32
L6) ~ 2= 76— 132
Deste resultado avancamos para a seguinte equacao:

exp,(—54€?)

fle)= fequ(—ﬁqe2)de

(1.33)

A evolucao do método da maxima verossimilhanca através do calculo da sua

derivada conduz aos seguintes resultados para as funcoes simples e generalizada

(equagoes e respectivamente).
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos de baixa
dimensionalidade e algebra

generalizada

2.1 Dinamica

Sistemas dinamicos podem ser classificados segundo o comportamento da sua energia
ao longo da trajetéria. Se o sistema mantém a energia constante é chamado de
conservativo, caso contrario, é chamado de dissipativo. A definicao dada pela fisica
para estas propriedades esta associada aos sistemas hamiltonianos, ou seja, sistemas
da fisica classica descritos pelo formalismo hamiltoniano; sistemas conservativos nao
apresentam perda de energia para o meio, enquanto que sistemas dissipativos perdem

energia com a acao do atrito, por exemplo.

O conjunto de estados acessiveis a um sistema dinamico é genericamente deno-
minado por espago de fases (tipicamente um espago multidimensional; a cada grau
de liberdade corresponde um eixo para posi¢do e outro para o momento). Num
sistema dinamico conservativo, o volume do espaco de fases é mantido constante e
isto é verificado através do valor do determinante da matriz jacobiana, que vale 1.

Sistemas dissipativos tem este determinante diferente de 1. O critério que define se

12



o sistema é conservativo é apresentado a seguir:

Como exemplo de sistemas conservativos podemos citar o mapa padrao de Chiri-
kov[2.2] Trata-se da solugao discreta do sistema de equagoes diferenciais do problema

kicked rotor. De forma direta ¢é verificado que o critério da equacdo 2.1] ¢ atendido.

Tip1 = Y+ % sin(2rzy) + 2, (mod 1) (2.2)
Yie1 = Y+ 2 sin(2my) (mod 1)
Quanto aos sistemas dissipativos apresentamos o mapa logistico eq. conhe-

cido pelo artigo (MAY] [1976). Este mapa serve de base para a investigacao das

propriedades do limiar do caos nesta dissertacao,

Ynt+1 = ryn(l - yn)v (2'3)

onde n faz o papel do tempo, de forma discreta, 0 < y, < 1, e o parametro de
controle 0 < r < 4. Existem exemplos de mapas que podem ser conservativos ou
dissipativos, a depender do valor do parametro de controle, por exemplo, o mapa de

Hénon.

Nas secoes a seguir sao apresentadas duas propostas de deformacao de mapas
com intuito de investigar as implicagdes de um tipo deformacao de funcoes trigo-
nométricas generalizadas sobre sistemas conservativos e uma deformacao algébrica

sobre um sistema dissipativo.

2.2 Sistema conservativos de baixa dimensionali-

dade

Borges (1998) introduz fungoes trigonométricas e hiperbolicas generalizadas com
base na fun¢ao g-exponencial, equacao 1.7} Particularmente, a expressao de Moivre

fica generalizada na forma
exp, (Fifl) = cos, 0 £ isen, 0 (2.4)
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As fungoes g-cosseno e g-seno podem ser reescritas na forma

cosy B = pyl0) cosi[i24(0), 2.5)
seng 0 = py(6) sens [, (0)], 26)
onde
pa(0) = exp,[(1—q)0?
(2.7)
= [1+(1 -0
oo(6) = arctan;[(1 — q)@]' 2.8)

1—g¢q

A funcao seno generalizada, eq. 2.6) pode ser aplicada para uma generaliza¢ao

do mapa padrao, eq. que é conservativo Vq.

Tep1 = Y+ % sen,, (2mzy) + ¢ (modl) (2.9)

Yot = Yot g seng, (2mz,) (mod1)
2.3 Sistemas dissipativos de baixa dimensionalidade

2.3.1 Mapa logistico

A investigacao de sistemas dinamicos surgiu em func¢ao do estudo do comportamento
de populacdes. A proposicao de Malthus estabelecia que a populacao humana cresce

geometricamente, representada pela equacao diferencial

_:m’
ar P

foi alvo de criticas por Verhulst (VERHULST) 1838]), que passou a considerar limi-
tacoes quanto a producao de alimento. Ele acrescentou mais um termo a equagao
diferencial, que constitui uma parcela de decréscimo da taxa de crescimento popu-
lacional na forma de uma fungao genérica ¢(p) ,

dp

o = mp = ©(p).
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Figura 2.1: z; em func¢ao de xy para o mapa logistico (Eq. (2.10) com p = 2). Esta

funcao tem comportamento parabolico.

A forma discreta desta equagao foi apresentada por (MAY) [1976)) (ver equagao .
Neste artigo, May explora diversas propriedades de sistemas dinamicos nao lineares
(mapaﬂ). Entre as propriedades investigadas por May, estao os pontos fixos, ciclos

limite e caos.

A equagao pode ser reescrita de forma equivalente, e ocasionalmente mais

conveniente,

Tpp = 1 — pa?, (2.10)

com —1 <z, <1le0<pu<2 A equagao do mapa logistico é uma relacao
recursiva, ou seja a variavel de estado x estd relacionada com o periodo anterior
de forma que o estado x,.; depende do estado x,. Por ser unidimensional, nao-
linear, e apresentar uma riqueza de comportamentos, o mapa logistico é amplamente
estudado em sistemas dinamicos. O diagrama mostra a fun¢ao f(z) =1 — pz?,
que representa uma iterada do mapa. A relagao recursiva de trés iteradas do mapa
logistico é dada por

v =1-21] (2.11)

Ty =1—2(1 —2z7)? (2.12)

! Mapas sdo sistemas dinamicos discretos nos quais a relacio de recorréncia descreve a trajetoria

de um determinado estado.

15



w3 =1-2(1-2(1 —225)%)? (2.13)

A equivaléncia entre as equacgoes e é mostrada por um método cha-
mado conjugagdo topolégica (BECK; SCHOGL, [1995). Dois mapas f(z) e g(y) sao
chamados de topologicamente conjugados se eles podem ser transformados um no
outro pela referéncia de uma chamada funcao de conjugacao ¢. Ela apenas produz

as coordenadas x como uma funcao de y

= ¢y).

Leva-nos a assumir que uma tnica inversa ¢~ (x) existe. Se o mapa

Tp41 = f(wn)

é transformado no mapa topologicamente conjugado

Ynt+1 = g<y7l)7

a seguinte relacao ¢ satisfeita:

Tnt1 = O(Ynt1) = [(O(Yn))-

Isto significa

¢(9(y)) = f(o(y)) (2.14)
ou

g=¢"'ofog,

onde o denota a composicao de duas funcoes:f o ¢(y) = f(é(y)). Geralmente esta
forma é conhecida como mapa logistico enquanto a forma da equacao nao é
referenciada diretamente por este nome. Entretanto a diferenca entre estas equa-

coes esta na escolha das coordenadas. Determinaremos portanto uma funcao de

conjugagao. A fungdo do mapa (equacao [2.10) é dada por
flz) =1~ pa®
e a fungao do mapa logistico (equagao é dada por

g(y) = ry(1 —y).
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Para relacionar estas duas funcoes é feito um ansatz

P(y) = ay +b

e inserindo na equacao [2.14] e comparando os termos de mesma poténcia de y,

obtemos o resultado

o) = (v-3) 410+ 40+ (2.15)

r=(1+4p)? + 1. (2.16)

O mapa da cabana (tent map, em inglés) que também é analisado como um dos
limites de um mapa generalizado pode ser representado por mais de um sistema de
coordenadas, ou seja, tem pelo menos duas formas equivalente deste mapa. O mapa

da cabana originalmente conhecido como:

Ynt1 = b — 2M Yn — 5 (217)

2

para y contido no intervalo [0, 1] e o parameto de controle p pertecendo ao intervalo

|

[0,1]. A outra forma desta equagao é dada a seguir:
Tpr1 = 1 — alz,| (2.18)

onde z pertende ao intervalo [—1, 1] e o parametro de controle pode ser variado no

intervalo (0, 2].

As hipoéteses e consideracoes realizadas para o mapa da cabana sao idénticas
as do mapa logistico, entretanto a equacao de conjugacao resultante é diferente,

vejamos a seguir:
142

!

(2.19)

1
o(t) 5

Um caso particular do mapa logistico, u = 2 para a equacao [2.10, é o mapa de
Ulam. Entre as caracteristicas mais interessantes deste mapa esta a sua conjugacao
com o mapa da cabana equacao Além disso nao hé dificuldade na obtencao
da densidade natural destes sistemas. A funcdo de conjugacao para este sistema é

a mesma relacao apresentada pela equacao que é

z = ¢(g(y)) = — cos(my). (2.20)
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Figura 2.2: Histograma do mapa logistico para o ponto Misiurewic

Substituindo a equagao na equacao demonstramos a relagao [2.14

—cos(mg(y)) = 1 — 2cos®(my) = — cos(27y). (2.21)

A conjugacao entre o mapa da cabana e o mapa de Ulam nos permite avaliar a
densidade natural deste sistema. (Geralmente a densidade natural invariante de um
mapa p,(r) é conectada com a densidade p,(y) correspondente de um mapa g(y)

conjugado através da relacao:

py(y) = pu(x)| det Dp(y)| (2.22)

(x = ¢(y)) fornece ¢ e é unicamente invetivel. Aqui det D¢(y) denota o determinante
da matriz de Jacobi de ¢(y). No caso unidmensional o det D¢(y) é simplismente

d¢/dy. Expressando assim a conservagao da probabilidade.

Exemplos desses mapas aparecem nao apenas na dinamica de populagoes, mas
na modelagem de fluidos, equacoes diferenciais algébricas de balanco material em
reatores, controle de sistemas dinamicos(sistemas de retroalimentagio) e etc. Ma-
pas nao lineares de baixa dimensionalidade representam modelos paradigmaticos na
analise de sistemas dinamicos. A evolucao discreta do tempo e o nimero relativa-
mente pequeno de equagoes simples torna seu tratamento facil, sem perder a riqueza

de comportamento, exibindo ordem, caos e uma bem definida transicao entre eles.

O estudo do problema de trés corpos em mecanica classica realizado por Poin-

caré, levou a importante observacao de caos num sistema deterministico. Anterior
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ao trabalho de Poincaré era previsto que apenas sistemas com elevado nimero de ele-
mentos poderia manifestar a imprevisibilidade do comportamento, esta abordagem
é oriunda da mecanica estatistica. Pelas maos de Poincaré, o século XIX foi pro-
missor no desenvolvimento da matematica destes sistemas, entretanto a variedade
de propriedades destes sistemas s6 pode ser verificada com ajuda de computadores

(segunda metade do século XX).

Sistemas caoticos sao de especial interesse para a mecanica estatistica, ja que
apresentam as bem conhecidas caracteristicas: sensibilidade exponencial as condi-
coes iniciais, relaxacao exponencial para o estado de equilibrio, distribuicoes gaus-
sianas. [stas propriedades, presentes no mapa logistico, possibilitaram diversos
trabalhos em mecanica estatistica nao extensiva (TSALLIS; PLASTINO; ZHENG,
1997 MOURA:; TIRNAKLI; LYRA, 2000; |[COSTA et al.| |1997; da Silva; da Cruz;
Lyral, (1999; [TIRNAKLI; TSALLIS| 2006; BECK; SCHoGL]| |1995; [LATORA et al.
2000). Existe um interesse particular da mecanica estatistica nao extensiva onde
este sistema apresenta outras propriedades adversas as citadas neste paragafo, como
quebra de ergodicidade e distribuicao nao gaussianas estas propriedades sao mani-
festadas no limiar do caos ou caos fraco. Tais propriedades serao exploradas nos
capitulos e [o| apos a definicao do mapa logistico generalizado através da algebra
inspirada na equacao da entropia Boltzmann-Gibbs generalizada por [Tsallis
(1988).

1-S W e
S, = k% (2.23)

2.3.2 Mapas logisticos deformados

Entre as versoes deformadas do mapa logistico esta o mapa z-logistico (z,41 =
1 —alx,|?, z > 1, 0 < a < 2) que foi analisado sob a perspectiva pela Meca-
nica Estatistica nao Extensiva para determinacao de propriedades no limiar do caos
(COSTA et al., 1997; BORGES et al., 2002; [da Silva; da Cruz; Lyraj, 1999; TIR-
NAKLI; TSALLIS| [2006), trata-se de uma generalizagdo do mapa logistico para
uma poténcia geral z > 1. Anterior as estas anélises, foi através da versao geral

do mapa z-logistico que Feigenbaumn determinou as constantes universais para esta
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classe de mapas. Mais detalhadamente Feigenbaumn investiga o caso particular de
z = 2 (mapa logistico), neste artigo ainda é citado o trabalho de R. H. May de
1976, ja discutido nas segoes anteriores. Para este mapa, Feigenbaumn determinou

as constantes universais ja conhecidas na area de sistemas dinamicos « e 9.

Aqui, nesta dissertacdo, é apresentado uma nova classe de mapas unimodais,
que também generalizam o mapa logistico, porém através da algebra e nao pela
poténcia, como é o caso do mapa z-logistico. No artigo (PESSOA; BORGES) 2011])
introduzimos o q—produt(ﬂ no termo quadratico z? do mapa logistico. Para esta
generalizacao adotamos a igualdade dos fatores z e y do g-produto, para manter a
propriedade de unidimensionalidade, um dos elementos que fazem o mapa logistico

paradigméatico no estudo de caos. Foi dado a este mapa o nome de de g-logistico
eq. 2.24,

T = 1 —a(2n Qgnap Tn
o (20 Gty 20) (2.24)
— 1 . a[2|x|£*q”mp o 1]41>*Qmap

(-1<2,<1,0<a<?2).

E utilizado o indice gy,qp, para diferencid-lo de outros indices ¢; um deles ja nos

referimos no capitulo [T}, 0 gen utilizado para a entropia S,,,,. O mapa g-logistico
recupera o mapa logistico para ¢, = 1, e também o mapa da cabana para gm,q, —
+00 (0 mapa da cabana apropriadamente mudado como z,; = 1 — al|z,|). Para
o limite @map — —00 0 mapa ¢ definido como z,1; =1—ase |z =1e 2, = £1
se |z| < 1. Estes limites sao provados no apéndice [A] A figura apresenta uma

iteragao do mapa.

A figura apresenta uma iterada do g-logistico para diferentes valores de
Qmap- A fungdo que representa este mapa apresenta uma descontinuidade devido

a caracteristica da base [2\x|}1_q’"‘“’ — 1]+ que pode ser representada pela fungao a

1
1 T-amap
|z], > <§> , (2.25)

fazendo gpqp sair de 1 para —o00 (gmaep < 1) a condicao de corte aumenta a regiao na

seguir:

qual z,+1 = 1. Para ¢, — —00, Ty>o alterna entre 1 e 1 — a para Vz, € [—1,1].

Para ¢pqp > 1 0 mapa é descontinuo para x = 0.

2Detalhes sobre o g-produto sdo apresentados no capitulo
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Gmap = —2

Qmap — —O0
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Figura 2.3: Representacao de x,,,1 como uma funcao de z,, para o mapa g¢-logistico
(ver equacao 2.24)). Sao apresentados 0s €asos gmep = 1, com perfil parabolico, e o
mapa da cabana para ¢, — 00. A linha descontinua do grafico mostra os casos

Umap — 00, para o qual os valores deste sistema serdo 1 ou 1 —a para Vz,, € [—1,1].

Diagrama de bifurcacao para diferentes valores de ¢, sdao apresentados na

figura Fig. Quando g, tende de 1 (mapa logistico usual) para 2 ,

Ainda no contexto da Mecanica Estatistica nao Extensiva foi realizada por |Ja-
ganathan e Sinha (2005) uma outra abordagem para deformacao do mapa logistico

que utiliza a func¢ao g-exponencial

A derivada Schwarziana é definada como,

SD(f(x)) = fT _ g <§—) , (2.26)

para 0 mapa g-logistico (ver Apéndice [A.2)) & dado por

SDU ) = (o 5 ) 72 1 ! ). e

- 4 — 4‘1"(11%04771 _|_ ’x‘2(qmap71)

Esta expressao ¢ negativa no intervalo 0 < @pqp < 2, € positiva para @mqp > 2
(SD(f(x)) = 0 para gmap = 0 € ¢map = 2). Isto significa que a rota para o caos para

0 < @map < 2 & por duplicacao de periodo.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcacdo para diferentes valores de ¢4, (indicados).
Janelas de ordem dentro do caos desaparecem com ¢pq, — 2. Neste capitulo nos
exploramos ¢qp > 1 mas ¢y = 0.5 é apresentado como um exemplo agora para
dar uma idéia do cendrio para ¢mq, < 1: a regido de caos torna-se estreita e a regiao

de ordem torna-se dominante.
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Capitulo 3

Sensibilidade as condicoes iniciais

A sensibilidade as condigoes iniciais é uma das principais propriedades de sistemas
cadticos. Neste capitulo trataremos desta propriedade e sua relacao com os para-
metros entropicos propostos pela mecéanica estatistica nao extensiva. Inicialmente,
apresentaremos as propriedades do espectro de Liapunov para toda a faixa de valo-
res do parametro de controle do mapa g¢-logistico, seguida das estimativas de uma
propriedadeE] L(t)(oriunda do céalculo do expoente de Liapunov), ou seja, uma pro-
priedade que explicara o tipo de evolucao dinamica. Além disso, sao calculados para
este mesmo sistema os parametros q.,; através do método da taxa de crescimento

de entropia desenvolvido por Latora et al.| (2000).

A definicao de sensibilidade as condigoes iniciais esta relacionada ao conceito
de distancia entre dois estados. Inicialmente, estes dois estados sao colocados arbi-
trariamente proximos e a medida que o sistema evului, ou seja, as duas diferentes
rotas sao observadas ao longo do tempo, pode ocorrer afastamento ou aproximagcao
em relacao aos estados iniciais, e isso define se o sistema é sensivel ou insensivel,

respectivamente, as condigdes iniciais(T'SALLIS; PLASTINO; ZHENG], 1997).

IExplicaremos posteriormente a importancia desta propriedade para a estimativa do parametro

(sen que caracteriza a dindmica da func@o de sensibilidade as condic¢Oes iniciais
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3.1 Expoente de Liapunov

A caracterizacao quantitativa da sensibilidade as condigoes iniciais pode ser reali-
zada através do calculo do expoente de Liapunov. O expoente de Liapunov mede a
distancia das rotas de dois estados, a evolucao do desvio ao longo do tempo é expo-
nencial por definicao. A deducao do expoente de Liapunov descrita detalhadamente

por Schuster e Just| (2005)) é apresentada a seguir. Seja
e = | N (20 4 ) — [N (o) (3.1)

onde ¢ é a distancia inicial entre dois estados, N é o tempo discreto (nimero de
iteradas) indicando a evolucao do estado inicial () até o estado f(x), o ¢ a
condicao inicial. Reorganizando a equacao [3.1| obtemos a seguinte relacao:

Y (o + ) = N (20)

1
)\(on) =—1In -

- (3.2)

Para a condicao de estados infinitamente proximos, representado pelo limite € — 0
aplicado a equagao |3.1] e tomandoo limite de N — oo, obtemos

N w0 + €) — N (20)
19

1
) = fm liy 1

logo:
Azo) = lim %m N (o). (3.3)

N—o0
O argumento do logaritmo natural f’ (x¢) pode ser explicitado através da aplicacdo

da derivada da n-ésima iterada do mapa f:

7 o) =[] 7 ) (3.4

quando inserimos este resultado na equacao e aplicando uma propriedade do

logaritmo do produto chega-se a

) 1 /
Azo) = lim Nln H f(z), (3.5)



3.2 Expoente de Liapunov generalizado

O comportamento anémalo em relagdo as proximidades do limiar do caos geram a
necessidade de tratamentos também diferenciados no que diz respeito ao comporta-
mento da evolucao dinadmica dos estados de um mapa, por exemplo. Longe do limiar
do caos, o sistema apresenta uma dinamica rapida, e o expoente de Liapunov aponta
para duas situagoes: caos, para A > 0, e ordem, para A < (. Exatamente no limiar
do caos o expoente de Liapunov torna-se inadequado para descrever a dindmica do
sistema, pois A = 0 na equacao implica que as orbitas inicialmente afastadas
por € permanecerao com esse afastamento fixo ao longo do tempo. Entretanto nao
é isso o que ocorre. No limiar do caos, o sistena abandona a dinamica rapida, e
passa a ter uma dindmica lenta. E preciso uma equacio mais geral que a para

representar esses casos. Tsallis propos a seguinte expressao:
ee(]]“(”o) = [N (2o 4 €) — [N ()] (3.7)

Expandindo o termo da esquerda, verifica-se que é possivel isolar a variavel A, pela
aplicagao da funcao ¢-logaritmo:

SV o 4 €) — fN (o)
g

[14 (1 — q)NAg(wo)] 7 = (3.8)

Como o g-logaritmo e a g-exponencial sao fungoes inversas uma da outra, obtém-se

Y (o +€) = N (20)
19

N (xp) = In, (3.9)

Na sequéncia aplicam-se os limites ¢ — 0 e N — 00 e define-se 0 A\, para a regiao
do limiar do caos.
.1 ,
Ag(mo) = lim N In, £ (z0) (3.10)

N—oo

A derivada f'N(z0) pode ser calculada analiticamente ou numericamente (ANANOS;

TSALLIS, [2004).

Outra abordagem para o expoente de Liapunov generalizado, que nao usamos

no presente trabalho, pode ser encontrada em Robledo| (2006)).

A importancia da equacao eq. na representacao do limiar do caos esta asso-
ciada principalmente ao limite N — oo para o qual a g-exponencial assume caracte-

risticas de uma lei de poténcia. O valor especifico do indice ¢ passa a ser denominado
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(sen- A equacao ¢ uma generalizacao da equagao 3.1, portanto ela vale tanto para
situacoes longe do limiar do caos, quando gs., = 1, quanto para préprio o limiar do
caos, quando ¢, # 1. Na regido de dinamica rapida, o expoente de Liapunov pode
agora ser simbolizado por A\; = A, pois ¢ um caso particular de \;, quando ¢ = 1.
No limiar do caos também sao possiveis dois cendarios: sistema fracamente cadtico,
< 0. A regiao de

quando A > 0, e sistema fracamente ordenado, quando A

dsen Gdsen

dinamica lenta necessita de um parametro adicional ¢, para sua descri¢ao.

Para um sistema como o mapa logistico (sistema dinamico discreto), esta ca-
racteristica pode ser definida de forma mais rigorosa. O parametro \, apresentado
na equacad3.12] é, para o sistema discreto, um expoente de Liapunov. O expoente
de Liapunov é uma medida realizada através do célculo da evolucao temporal de
N condicoes iniciais localizadas numa das células das W subdivisoes do espago de
fases deste mapa. Vale notar que esta medida nao dispensa o célculo do periodo
transiente. A avaliacao deste conjunto de expoentes desde sua condicao inicial até
a estabilizacao do valor do expoente de Liapunov é que define a caracteristica do
sistema quanto ao seu comportamento a respeito da sensibilidade as condi¢oes ini-
ciais. A seguir, apresentamos a equa¢ad3.13| do expoente maximo de Liapunov. A
caracterizacao desta propriedade é realizada através do célculo dos expoentes de

Liapunov.

Neste capitulo trataremos de métodos relacionados a dinamica dos sistemas
discretos e suas conexoes com a termodindmica. Os métodos tratados aqui sao
baseados na evolugao das iteradas do sistema do mapa g¢-logistico para um ensemble
microcandnico ou taxa de crescimento da entropia deste mesmo conjunto ao longo

do tempo.

A sensibilidade as condicgoes iniciais caracteriza dois estados proximos quanto a
sua evolucao temporal, seja pela aproximacao das suas rotas, seja pelo afastamento.
A representacao matemaética através da equacao 3.11

Ax(t)

&) = Aa(0) 0 Az(0) (3:11)

define esta propriedade.

O resultado deste limite (ver equacdo [3.11)) é encontrado com frequéncia na
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literatura como uma lei exponencial. A equacao da sensibilidade as condicoes
iniciais, como uma lei exponencial com comportamento condicionado ao parametro
no argumento, indica para valores de A < 0, as rotas de duas condicoes iniciais

convergentes e para A > (, as rotas divergentes

£(t) = exp Ax(t). (3.12)

Para orbitas cadticas, com alta dependéncia as condic¢oes iniciais, tem-se caos forte
(A > 0); Para orbitas periddicas, com baixa dependéncia as condi¢oes iniciais, tem-se

sistemas ordenados (6rbitas periddicas, A < 0).

O maximo expoente de Liapunov pode avaliado para o limiar do caos de acordo

com (veja, por exemplo, (BECK; SCH6GL, |1995)))

N-1
.1 ,
)\ma:c - ]\}'1—r>noo N ZO In |f ($1)| (313)

onde f'(z) é a derivada do mapa ¢-logistico,

9map

f'(z) = —2a|z|dmar [2[:1:\1"1”“”’ — 1] :qm‘”’ . (3.14)

Para os valores do parametro de controle a diferente dos criticos, a sensitividade
as condicoes iniciais é caracterizada por uma divergéncias expoenencial para a regiao
do caos e decai exponencialmente para a regiao de ordem, ¢.e., expoente de Liapunov

)\1 eI

A.flj(t) — 6/\1t.

&)= lim

Az(0)—0 Ax(0) (3.15)

Para o limiar do caos foi proposta que a divergéncia segue assintoticamente uma
lei de poténcia (para ser mais preciso, uma lei g-exponencial) (TSALLIS; PLAS-
TINO; ZHENG, [1997) caracterizando uma dinamica lenta,

1

f(t) = egges':,nt = (1 + (1 - qSen))\QSent> 1*‘15677., (316)

onde Az(0) representa a distancia entre duas condicoes iniciais vizinhas e sen sig-
nifica sensibilidade as condigoes iniciais (¢sen < 1). Eq. (3.15)) é recuperada para
gsen = 1 € esta ¢ a razdo para o subescrito 1 A\, Eq. (3.15).

O artigo (Tsallis, Plastino e Zheng| (1997) apresenta em detalhes o método de

avaliacao de mapas segundo as caracteristicas de um sistema que apresenta ordem,
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Figura 3.1: Expoente de Liapunov como uma fun¢ao de do parametro de controle
para diferentes valores de ¢y,q, (indicados). Acima do limite usado em Eq. , a
linha quase vertical na Fig. ¢ para a = 1.7477 nao atravessa o zero, mas apresenta
valores negativos se o calculo é feito com uma boa precisao (foi usado t = 2% e
Aa =2 x 107%). Fig. f exibe coexisténcia de atratores para duas condigoes iniciais.
Este inset € uma ampliacao da regiao de coexisténcia de atratores para diferentes

condigdes iniciais (indicado com circulos preenchidos e quadrados abertos).
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Figura 3.2: Expoente de Liapunov maximo para ¢y,,, = 1.25 para a regiao da janela
mais larga , de ciclo 3, com incremento de Aa = 1.0 x 107%. Foi usado um tempo
transiente de tyans = 2% e 0 tempo usado para estimar o expoente de Liapunov
tena = 2% (com intervalo de tempo baixo a transigdo do expoente de Liapunov
de negativo para positivo ndo pode ser visto). O inset coresponde ao retangulo
tracejado no painel principal e apresenta pontos de expoente de Liapunov zero que

corresponde a bifurcacao por duplicacao de periodo.

caos, limiar do caos e nuances como intermiténcia. A regiao do limiar do caos e
as respectivas regioes da funcao g-exponencial adequadas para a caracterizacao do
sistema foram detalhadas em [Tsallis, Plastino e Zheng| (1997) para o caso da evolucgao

das iteradas do mapa logistico.

Para um sistema com dindmica lenta, [Isallis, Plastino e Zheng (1997) conside-
ram o comportamento assintotico da equacao |3.16l e analisa separadamente os casos

fracamente sensivel

1

§() ~ (L= g)Ag(zo)t] =0 (g <1, A >0), (3.17)
e fracamente insensivel
1

§(t) ~ - 1, A\, <0). 3.18
RV o

A sensibilidade pode ser representada graficamente através da varidvel L (ver

Tsallis, Plastino e Zheng (1997))
N-1
L= In|f'(z)]- (3.19)
i=0
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A figura apresenta cinco exemplos de L vs. In N. Para ¢,,,, = 2 (Fig. )
a dependéncia de L sobre N ¢ muito lenta e ndo podemos ver acima de N = 215
(o limite superior das figuras). Para ¢me, > 2 é possivel coexisténcia de atratores
de acordo com o parametro de controle a: dependendo da condicao inicial, L pode
ser positivo e crescente ou negativo e decrescente. A Fig mostra que existe
depedéncia linear de L sobre N, mas com diferentes inclinacoes para os caos L > 0
e L < 0. Para valores de a > 1.07499..., L < 0 é nunca exibido. Coexisténcia
de atratores foi também encontrados em (JAGANATHAN; SINHA| 2005)) para uma
diferente deformagao do mapa logistico (os autores chamam sua deformacdo de mapa

g-logistico, a mesma denominacao que usamos no presente trabalho).

Expoentes de Liapunov sao apresentados na Fig. apresentando transi¢ao en-
tre ordem e caos. As figuras mostram que esta transicao torna-se esparsa a medida
quUe ¢pmap se afasta de 1, e para ¢q, = 2 ocorre apenas uma tnica transicao (caos ro-

busto)(BANERJEE; YORKE; GREBOGI, [1998). A Fig. apresenta coexisténcia

de atratores para ¢,qp = 2.5.

A figura ilustra o primeiro ponto de acumulacao de duplicacao de periodo
a, como uma fun¢ao de ¢nqp. Para 1 < gy < 2, 0 comportamento é ordinéario no
sentido de a < a., L <0, e para a ligeiramente maior que a., L > 0. Para ¢pqp, > 2
um comportamento diferente aparece: ordem é encontrada para a < 1 (regidao abaixo
da linha s6lida), enquanto caos é encontrado acima da linha tracejada. A regiao entre

estas linhas apresenta comportamento ordenado e cadtico, dependendo da condicao
inicial (veja as figuras [3.3p, and [3.1]).

A tabela apresenta o intervalo dos pontos criticos a. (primeiro ponto de
acumulacdo de bifurcacdo) para diferentes valores de gpqp. O valor do a,. esta entre
ax_ e ay,. A quarta coluna apresenta o valor adotado para a.. Para a obtencao
dos valores do parametro a. listados na tabela, o expoentes de Liapunov foram
calculados com um tempo transiente de tyens = 222 e o tempo final de t.,q = 223

(os valores da tabela tem menor incerteza que aqueles da Fig. . Foi fixada a

condigao inicial de xq = 0.65 para todos os caos.

Na Fig. apresentamos a janela de ciclo 3 para gm., = 1.25. Esta janela de

ordem dentro do caos (bem como todas as outras) torna-se estreita: para identificar
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Figura 3.3: Sensibilidade as condigbes iniciais definida pela variavel L (Eq. )
para diferentes valores de ¢, (indicados). Foram usadas 40 condi¢oes iniciais. Para
Gmap = 2.5 (figuras e e f) trés valores do parametro de controle a foram apresentados.
Pode ser visto que é possivel coexisténcia de atratores para um certo conjunto de
condigbes iniciais (para a = 1.001, @ = 1.01), um com L > 0 e outro com L < 0. O
mesmo valor de ¢,q, = 2.5 e com a = 1.1, a condigao inicial sempre leva para L > 0.
Fig. f apresenta dependéncia linear de L com N Inclinagoes (em valores absolutos)

para a = 1.001 para L > 0 e L < 0 diferem.
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Figura 3.4: Dependéncia do primeiro ponto de bifurcacao por acumulacao de du-
plicacao de periodo a. sobre gpqp.
coexisténcia de atratores, dependendo da condicao inicial. Valores de L para esta
figura foram calculados sem o tempo transiente e tempo final t.,q = 2'%, e incre-

mento do parametro de controle Aa = 10~7. O ponto critico é encontrado dentro

do limite 0 < A\pae < 5 X 1075.

Gmap
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Para @mq.y > 2 esta & uma regiao que exibe

Tabela 3.1: Pontos criticos

Qx_

1.40115518 1.40115520 1.401155189092

1.3977569
1.3943177
1.3908370
1.3873144
1.3837496
1.3652805
1.3250906
1.2811360
1.2353387
1.2125150
1.1900820

@y,
1.3977571
1.3943179
1.3908372
1.3873146
1.3837498
1.3652807
1.3250908
1.2811362
1.2353389
1.2125152
1.1900822
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1.397757026
1.394317802
1.390837098
1.387314512
1.383749669
1.365280586
1.325090670
1.281136143
1.235338767
1.21251512
1.1900822



o expoente de Liapunov neste exemplo foi necessario dar um incremento de Aa =
1.0 X 1078 € tepg = 223, e com um tempo transiente ty,qns = 22°. A identificacdo da
transicao de ordem para caos se torna computacionalmente custosa a medida que

Jmap S€ afasta da unidade.

3.3 Meétodo da taxa de crescimento da entropia

Em (LATORA et al.| 2000), os autores introduzem um método adicional para carac-
terizacao de mapas, através da taxa de crescimento da entropia, particularmente ttil
para diferenciar sistemas fortemente cadticos (com A; > 0) dos sistemas fracamente
caoticos (com A; < 0). Inicialmente, o espago de fases é dividido em W células, e
em uma delas, escolhida adequadamente (veja adiante), sdo inseridas N condigoes
iniciais (N pontos, distribuidos aleatoriamente ou uniformemente no interior desta
célula, ndo importa). Cada um destes pontos vai evoluir segundo a dindmica do
mapa, até o tempo t, e os pontos vao se espalhar, ocupando células distintas. N;(t)
¢ o numero de pontos no interior da célula i (1 < i < W), e assim a razao N;(t)/N
d4 a probabilidade de ocupagao da célula i no tempo ¢ (p;(t)). Com as probabilida-
des, é possivel calcular a entropia S,(t), para qualquer valor de g que se queira. No
instante inicial existe apenas uma célula ocupada; todas as demais estao vazias, o
que corresponde a S,(t = 0) = 0,Vq. Com o espalhamento dos pontos, o valor da
entropia S,(t) cresce. A variavel relevante a ser avaliada ¢ a taxa de crescimento
da entropia, dada pela razao S,(t)/t; mais especificamente, o valor relevante é esta
razao para tempos longos (lim; .~ S,(t)). Existe um valor especifico ge,: para o qual

a taxa de crescimento da entropia S,,,, ¢ finita. Valores do indice ¢ maiores que

ent
Qent (¢ > Qent) originam curvas concavas de S, versus t, portanto lim; . S,/t = 0.
Valores do indice ¢ menores que @en: (¢ < Gent) Originam curvas convexas de .S,
versus t, portanto lim; .o S,;/t = co. O valor adequado para o indice entrépico é
exatamente aquele g.,; para o qual a razao S,,,,/t permanece finita no limite ¢ — oo,
que corresponde a uma crescimento linear. Para sistemas na regiao de caos forte
(A > 0), gent = 1, e esses mapas sdo caracterizados pela entropia de Boltzmann-

Gibbs. Entretanto, para sistemas na regiao de caos fraco, quando \y =0e A, >0

dsen

(com @sen < 1), 0 valor de gen: (aquele valor que torna lim; ., S,/t finita) é menor
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que a unidade (gens < 1). O método visa estimar gep.

O procedimento descrito depende da escolha da célula inicial, e a seguir especi-
ficamos como sao escolhidas as células adequadas. N = 10° condicoes iniciais sdo
distribuidas arbitrariamente no o espaco de fases dividido em W = 10° células. O
mapa ¢ iterado 50 vezes para cada uma das condicoes iniciais e sao observadas, a
cada iterada, quais das W células foram visitadas. Ao final das 50 iteradas de todas
as condicoes iniciais serdo contabilizadas um total de 50 x 106 visitas distribuidas
sobre as W células. Células com nimero de visitas superior a um limite arbitraria-
mente escolhido como N,.. > 5000 sao consideradas aquelas que contém as melhores
condicgoes iniciais. Para cada uma destas células é relizado o procedimento descrito,
de colocar N pontos no instante inicial, evoluir o mapa, e avaliar a entropia S,(¢)
em cada instante de tempo t. Para cada instante de tempo, o método avalia a en-

tropia (S,(t)), que é uma média sobre todas as células que passaram pelo teste de

Noee > 5000.

O indice gen € aquele valor para o qual a curva (S,) versus ¢ ¢ uma linha reta.
Para avaliar o quao proximo se estd de uma reta, (LATORA et al.l 2000) ajustam
uma funcdo quadratica (S,(t)) = a + bt + c¢t? em um intervalo de tempo entre ¢;
e ty e avaliam o coeficiente definido por R = |c|(t; 4+ t7)/b. O valor g, é aquele
para o qual R é minimo. Os limites t; e t; devem ser escolhidos apropriadamente:
o valor de t; deve ser grande o suficiente para que nao interfira com flutuagoes das
primeiras iteradas e ty deve ser o maior possivel sem que prejudique a avaliagao

devido ao tamanho finito do sistema.

O método é, portanto, abrangente, desde sistemas simples com expoente de
Liapunov positivo até sistemas com expoente de Liapunov proximo de zero. Esta
caracteristica deve ser destacada pois numericamente é possivel o célculo de uma
entropia crescente apenas, para um sistema que apresenta alguma desordem. Por-
tanto, a avaliacao trata de sistemas cadticos ou fracamente cadticos. Logo, o valor
investigado do parametro de controle deve ser a > a.. Como nao conhecemos o valor
do parametro critico a. com infinita precisao, na execucao do método é preferivel
que o erro em a, seja a maior (digamos a = a. + €), para que se garanta estar na

regiao de comportamento cadtico, e nao na de comportamento ordenado. Quanto
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mais proximos estivermos de a., i.e., quanto menor €, 0 mapa se comporta como se

estivesse no limiar do caos por mais tempo.

Para a caracterizagao da dinamica do mapa g-logistico através do método da taxa
de crescimento da entropia foram considerados valores arbitrarios do parametro al-
gébrico de deformacao ¢qp dentro do intervaloﬂ ]1,2[, ja apresentados na tabela
Nesta tabela também estao indicados os valores criticos do parametro de controle

que foram determinados através do céalculo do expoente maximo de Liapunov.

Nas figuras sao apresentados para diferentes valores de gp,q, 0s graficos do
ntmero integrado de visitas em fun¢ao da posicao central das células visitadas. Entre
0s €asos estd ¢qp = 1, que reproduz o resultado encontrado por Latora et al.| (2000)).
Para destacar um comportamento regular encontrado para os casos de gmqp 7 1, a
abscissa dos graficos é apresentada no intervalo z € [0.5,0.6]. A medida que o
parametro ¢, aumenta de 1 a 2, o nimero de visitas em cada célula fica mais
distribuido, porém assume um comportamento oscilatéorio cada vez mais simples.
Estes padroes também sao coerentes com outras propriedades observadas como o

expoente maximo de Liapunov (ver figuras [3.1) para os diferentes valores de ¢yqp.

A figura|3.6|apresenta o niimero de células com o niimero integrado de visitas em
funcao do valor do gy,4p. O decaimento do ntimero de células visitadas que atendem
o critério na escolha das condigoes iniciais para estimativa da entropia média indica
que a medida que o parametro g, cresce em diregao ao valor 2, o namero de visitas
nas células tende a um perfil cada vez mais uniforme. Porém, deve-se investigar este
comportamento com o aumento do nimero de células W, pois para g, > 1.3 existe

duavida sobre o efeito do tamanho do sistema.

Uma vez selecionado o conjunto de células para cada valor de gy,q, sao estimadas
os valores da entropia para diferentes valores de ¢ para determinar o valor de gey;.
Os valores estimados de g.,,; versus o valor de g,,q, sao apresentados no grafico
Deve-se observar que 4 medida que o parametro g,,,, — 2 as flutuagoes da entropia
sao cada vez maiores em valor absoluto e relativo ao valor da valor da entropia que
tem valor absoluto decrescente com o aumento de g,,,. Portanto, deve-se investigar

o sistema para valores maiores de W e por consequéncia aumentar o nimero de

2Para este intervalo a Swcharziana do mapa g-logistico é negativa.
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Figura 3.5: Nuamero integrado de visitas por célula para cinco casos (¢map =
1,1.30,1.50,1.70,1.90). Espago de fases ¢ dividido em W = 10° células, cada uma
contem 10° pontos uniformemente distribuidos. Tempo de evolucdo acima de 50

iteragoes. Figuras apresentam z € [0.5,0.6] para melhor visualizacao.
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Figura 3.6: Numero de células com mais de 5000 visitas numa corrida de 50 iteradas
como uma fun¢ao de ¢yqp. Npe = 10WW € o nimero de condigoes iniciais por célula.

A linha tracejada horizontal na Fig[3.5] indica o limite de 5000 visitas por células.
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condigoes por célula. Em geral, os limites da definicado da entropia devem crescer em
conjunto, uma discussao detalhada sobre os efeitos da ordem da mudanca dos limites
aplicados ao sistema para estimativa da entropia podem ser vistos em (BORGES,

2004D).

400

(S4)200r

Figura 3.7: Entropia média para ¢me, = 1.1, com gey = 0.33, encontrado pela
regressao de (S,(t)) = a+bt+ct? (vide texto) para o intervalo de tempo 15 < ¢ < 38
(o mesmo valor é usado (LATORA et al., 2000)). Para t < 15, ¢ > 0, e por esta
razao esta regiao é excluida. Para ¢ < @ep, ¢ > 0. Para ¢ > e ¢ < 0. ¢ =08

apresentado com circulos.
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Figura 3.8: ¢ent em funcao de gpqp. Inset apresenta abscissa em escala logaritmica.
O valor para gmq, = 1.02 possivelmente é devido a alguma imprecisao numeérica. As

linhas sao para guiar os olhos.
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Capitulo 4

Métodos de relaxacao

4.1 Dinamica de relaxacao

O parametro de sensibilidade as condicoes iniciais estd relacionado a caracteris-
tica multifractal do atrator critico (MOURA; TIRNAKLI; LYRA| 2000; BORGES,
2004b; [TSALLIS, 2009) e como explicado no capitulo [3{ essas medidas necessitam da
escolha do conjunto de células adequadas para estimativas do q.,;. Esta dependéncia
em relacao as células motivou o desenvolvimento de um método que parte de todo
o espaco de fases ocupado. Este método consiste na evolucao temporal do sistema
discreto com o dominio do espago de fases (dividido em W células) preenchido com
N condigoes iniciais em cada célula (total de NW pontos). Exceto no caso a = 2,
quando o mapa é completamente cadtico e todo o espago de fases é ocupado (vide
Figura , nem todas as células fazem parte do atrator. Assim, ao longo da evo-
lucao temporal, algumas células deixarao de ser visitadas, e o nimero de células
efetivamente ocupadas diminui, a medida que o sistema relaxa para o atrator. A
cada iterada ¢ do sistema discreto, sdo contabilizadas o total de células W (t) que

contém pelo menos um evento (W (t) diminui com ¢).

Devido a invariancia de escala discreta do atrator critico, a convergéncia apre-
senta oscilagbes log-periodicas (SORNETTE, 1998 apud MOURA; TIRNAKLI;
LYRA! [2000). Logo, Moura, Tirnakli e Lyra| (2000) propéem uma equagao formada

por dois elementos, que contém o produto entre uma funcao lei de poténcia e uma
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Figura 4.1: Relaxacao ao atrator critico para o limiar do caos. Fig. a é um grafico
de W (t)/W(0) x t em log-log para trés diferentes valores de gmqp. Pode ser visto
o resultado da regressao das leis de poténcia onde as inclinacoes sao identificadas
como 1/(1 — g.¢). Fig. b apresenta g, em fun¢ao de gyqp. Foi usado W =2 e o
nimero de condigdes iniciais por célula N,. = 2'3. As linhas sdo somente para guiar
os olhos. Flutuagoes na curva da Fig. b sao devido a incerteza — os resultados sao

muito sensiveis a pequenas mudancas nas caracteristicas dos parametros.

funcao periodica, esta equacao é capaz de representar o comportamento log-periédico
de W(t). Parat > 1e ¢ > 1 a fun¢ao g-exponencial comporta-se assintoticamente
como lei de poténcia, W (t) o 1 /tq%l Assim, dessa relacdo é avaliado o parametro
dindmico ¢, denominado ¢, onde rel significa relaxagdo. A equacdo completa (e

nao apenas a parte assintotica) é
1

W(t) = (1+ (1 = gra) g, 1) " 0ret, (4.1)

com @ > 1.

A Figura [4.Tp apresenta o resultado para a fracdo de células ocupadas
W (t)/W(0) para diferentes valores de g,y para seus correspondentes pontos cri-
ticos. Oscilagoes log-periddicas apresentam aumento do periodo para ¢mep, — 2. A
inclinagdo na escala log-log (Fig. [4.1h) para a regiao de oscilagoes log-periodicas é
usada para estimar g, (slope = 1/(1 — ¢.«1)). A Fig. apresenta ¢,.,; em funcao

de ¢map-

O procedimento para estimacao de ¢, isto é, a fonte do nimero de células

ocupadas, é também usado para estimar a dimensao fractal para o limiar do caos
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Figura 4.2: Dimensao fractal para o limiar do caos como uma fun¢ao do gy,q,. Para
o mapa logistico usual (gmep = 1), df(a.) = 0.53665. As linhas sdo para guiar os
olhos. Flutuagoes nas curvas sao devido a incerteza — o método é muito sensivel a

pequenas mudancas nas caracteristicas dos parametros.

(é um tipo de método de contagem das caixas). W(oo) cresce com W (0) de acordo

com W (o) oc [W(0)]%. A dimensao fractal decresce com ¢y,q, como apresentado

na Fig. 4.2

Como demonstrado anteriormente, o método da relaxacao trata-se de uma avali-
ac¢ao ao longo do tempo (com W — 00), para definir uma caracteristica da dindmica
do sistema. Por outro lado o método da contagem das caixas estabelece uma ca-
racteristica geométrica assintdtica para o limite em que o sistema atinge o estado
quase-estacionario. Portanto, neste método preenche-se o espaco de fases nao neces-
sariamente com uma distribuicao uniforme ou gaussiana, também é possivel ocupa-lo
inicialmente de forma que todas células contenham um estado inicial. Em seguida,
o sistema (eq. [2.24)) é evoluido para cada condigao inicial nas diferentes células do
espacos de fases, e para cada iterada sao contabilizadas o nimero total de células
ocupadas W,... Ao longo do tempo, como no método da relaxacdo, o nimero de cé-
lulas ocupadas vai reduzindo, até um valor do tempo para qual o nimero de células
ocupadas passa oscilar em torno de uma média, ou seja, o sistema aproximou-se de
um sistema quase-estacionario ou atingiu o atrator, com divisao do espaco de fases
finita e tempo de iteradas finito. O ntimero de interesse neste método é exatamente

este nimero de células ocupadas ao final das iteradas. Este procedimento é realizado
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para valores crescentes de W,,,,... Ao final é realizada uma regressao entre o niimero
de Wiina versus Wiy,,. Foi adotado que o ntimero de condigoes iniciais é o dobro do

numero de divisoes do espaco de fases.

4.2 Distribuicoes quase-estacionarias

Os métodos apresentados até este ponto, exceto a estimativa da dimensao fractal,
consideram essencialmente a dinamica do atrator critico. Contudo existem outras
propriedades de sistemas complexos que também ocorrem em sistemas discretos. Por
exemplo, a quebra de ergodicidade, que est& presente no mapa logistico e seus deri-
vados (TTRNAKLI; BECK; TSALLIS, 2007; TIRNAKLI; TSALLIS; BECK] 2009a;
RUIZ; TSALLIS| 2009)). O teorema central do limite é um dos conceitos mais im-
portantes em teoria de probabilidade e mecanica estatistica. [Tirnakli, Beck e Tsallis
(2007) apresentaram uma abordagem empirica de caracterizagao de sistemas com
propriedades emergentes como quebra de ergodicidade. Esta abordagem consiste na
representacao da densidade de probabilidade através de distribui¢oes g-gaussianas.
Uma g-gaussiana recupera a gaussiana para o valor de ¢ = 1 e esta é utilizada para

representar fenomenos ergodicos.

O conjunto dos valores da medida de y ( ver eq. permite observar a densidade
de probabilidade. Sistemas ergodicos tem densidade de probabilidade representada
por gaussianas. O fenomeno da quebra de ergodicidade em sistemas complexos é evi-
denciado por densidade de probabilidade diferentes das gaussianas. Especialmente
para o mapa logistico no limiar do caos foi observado que as distribui¢des que podem
representar estas densidades de probabilidades sao as g-gaussianas. O parametro g
da g-gaussiana que melhor modela estes pontos de densidade de probabilidade é
chamado de ¢4, onde stat é de stationary. Também foi observado para o mapa
logistico a relacao entre a aproximacao do parametro critico |a. — a| e o namero de
iteradas N através da lei de escala de Huberman-Rudnick, sendo generalizada por

Afsar e Tirnakli| (2012)).

O mapa logistico, para o caso em que o parametro de controle é igual a 2 é

ergodico (também conhecido como mapa de Ulam).
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A avaliagdo empirica da variavel soma dos desvios reescalados por uma funcao
de N eventos é dada pela equacao 4.2

N

y=N"Y (x; - (a)), (4.2)

=1

onde (z), é dado por

11 Nini N '
(x) = — Z:cgj). (4.3)

Esta variavel gera comportamento ergédico para o caso em que o mapa logistico
tem parametro de controle igual a 2 e ¢4 = 1, valor que recupera o caso usual da
gaussiana. Entretanto, esta propriedade nao ¢ mantida para valores do parametro
de controle em torno do atrator critico a., ou seja, manifesta quebra de ergodici-
dade. As distribuigoes encontradas para estes casos tém caracteristicas particulares
como oscilagoes log-perioddicas e podem ser representadas por uma distribuicao g¢-

gaussiana.

O método apresentado nesta secao foi aplicado ao mapa g-logistico para diferen-
tes valores do @map, na vizinhanga do limiar do caos. Os valores do parametro de
controle utilizados nesta avaliagao estao indicados na tabela Inicialmente sao
distribuidas sobre todo o espaco de fases n;,; = 5 x 107 condicoes iniciais com uma
distribuicao uniforme. O mapa ¢é iterado para cada condi¢ao inicial com tempo total
Nirans = 212, 0 conjunto de todas as trajetorias sao utilizados para a estimativa de
uma média global definida por (z) eq.[4.3] Por fim, sdo estimados os valores da va-
riavel y pela equagao Apos realizadas as estimativas da variavel y para valores
de ¢mqp # 1 foi observado que os dados de densidade de probabilidade distanciam de
uma g-gaussiana a medida que ¢y, se afasta de 1. Nas figuras sao apresentadas
as distribuigoes da varidvel y para os diferentes valores de ¢y, comparados com caso
da g-gaussiana obtida para o caso do a. = 1.4011644 para o mapa logistico. Este
valor é uma aproximacao do valor critico segundo uma lei de escala de Huberman-
Rudnick apresentado em (TIRNAKLI; TSALLIS; BECK, [2009b)). Esta lei depende
do ntmero de iteradas N e da constante universal de Feigenbaum o. Esta lei de
escala também foi investigada por Ruiz e Tsallis| (2009) para uma nova classe de

mapas unimodais.

Ao contréario dos outros métodos para determinacao dos parametros ¢gen € Grel,
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que avaliam a convergéncia para o conjunto atrator critico, o método de avaliagao

da distribuicao da variavel y elimina um tempo transiente Ny.qps.

Verifica-se visualmente através das distribuicoes acima em comparacao com a ¢-
gaussiana tracada em linha preta, que existe uma mudanca de perfil da distribuicao

a medida que o parametro ¢, afasta-se de 1.

Os parametros n;p;, Nirans € IV utilizados para o caso de gy,4p = 1 foram mantidos
porém os pontos de densidade de probabilidade obtidos para o mapa ¢-logistico para
diferentes valores de ¢4, ndo tem boa representacao por uma g¢-gaussiana. Para
todos os casos, a regiao central da densidade de probabilidade nao apresenta muitos
pontos, o que indica que existe a necessidade de aumentar n;,; ou N. Outro aspecto
importante ¢ a presenca de curvatura para a cauda (ver figuras que pode indicar
a presenca de caos forte, ou seja, a esta muito distante a.. Para gpq, = 1.1 ndo é

possivel observar oscilagoes log-periddicas.

Como notado nos outros métodos, existe uma suspeita da necessidade de apro-

ximagao numérica do parametro critico em escalas menores quando gpq, — 2.

No proximo capitulo sao discutidos alguns aspectos relevantes para o conjunto

de métodos de caracterizacao de sistemas dinamicos aplicados ao g-logistico.
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Figura 4.3: Densidade de probabilidade normalizadas pelo valor maximo P(0) para
0s casos de @, = [1.00,1.01,1.05,1.10] modelados pela distribuicdo g-gaussiana
(P ~ eq_ByQ) com o parametro gy, = 1.63 e § = 6.2,representadas no gréafico pelas
linhas de cor preta. Os pontos vermelhos sao as estimativas da funcao densidade de
probabilidade calculadas a partir dos dados das iteradas de n;,; = 5 x 107 condicoes
iniciais espalhadas sobre todo o espaco de fases do mapa ¢-logistico. Para o caso
de ¢map = 1.00 o valor do a. = 1.4011644 (ver referéncia (TIRNAKLI; TSALLIS;
BECK, 2009b) )
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Capitulo 5

Conclusoes

A generalizagdo do mapa logistico por meio do ¢-produto introduz interessantes
caracteristicas no seu comportamento dinamico. Nossa analise é focada sobre ¢4 >
1. Nesta regiao, as janelas de ordem dentro do caos desaparecem com o incremento

de gmap até desaparecer completamente e o mapa tornar-se o mapa da cabana.

Para ¢, < 1 (ndo analisada nesta dissertagao) o comportamento oposto ocorre:
a regiao de caos torna-se estreita e o cenario da ordem é dominante. NoOs temos
calculado a sensibilidade as condicgoes iniciais, a taxa de incremento da entropia,
a relaxacao ao atrator critico e a dimensao fractal para o limiar do caos. Estes
métodos permitem calcular ge,: e ¢, para diferentes valores de ¢y,4p. Os parametros
da entropia e da relaxacao sao dois indices que aparecem com frequéncia dentro do
contexto da mecanica estatistica nao extensiva e o entendimento da sua depéndencia
sobre o parametro de controle de um sistema podem levar a sua determinacao a
priori. Vérias outras evolucoes para este mapa g-logistico podem ser feitas, p. ex.,
a depéncia de g, sobre uma larga divisdo W e sua relagdo para ¢s, (como em
(BORGES et al., [2002) para o mapa z-logistico, e como em (BORGES; TIRNAKLI,
2004a; BORGES; TIRNAKLI, 2004b) para o mapa de Hénon, a distribui¢ao de
probabilidade da soma das iteradas como em (TIRNAKLI; BECK; TSALLIS| [2007;
TIRNAKLI; TSALLIS; BECK, [2009a)), multifractalidade como foi feito em (LYRA;
TSALLIS, [1998) e bifurcacoes tangentes.

Os indices Gsen, Grel € Gstar formam o g-tripleto (ISALLIS| [2009). Para o caso de
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caos forte todos estes indices sao iguais a 1, fazendo a recuperagao das respectivas
fungoes exponenciais. Na regiao de caos fraco estes indices assumem outros valores.
Para algumas classes de mapas unimodais foram obtidos valores de qgep, < 1, @reg > 1
e 1 < ggar < 3. Para o mapa g-logistico, os parametros do estimados foram estimados
valores de @et < 1€ ¢ > 1. A conjectura da validade da identidade de Pesin para

o limiar do caos implica nas relagoes generalizadas:

K

dent

=K

dsen = )\ (51)

gsen )

Gent = (sen- (52)

Nao obtivemos elementos suficientes para verificar a validade desta conjectura para o
mapa g-logistico, em valores arbitrarios de gy,qp- A medida que o parametro Gmap Sal
de 1 para 2, o sistema avanca de um mapa com rota para o caos através do acimulo
de bifurcagbes (mapa logistico), para um sistema com caos robusto (gm«, = 2). Para
observar as propriedades no limiar do caos, é necessario que o valor utilizado para
o parametro a. seja cada vez mais proximo de seu valor verdadeiro (i.e., deve ser
utilizado um valor com um nimero de casas decimais cada vez maior), a medida que
Jmap S€ aproxima de 2. Isto deve implicar também em esfor¢o computacional cada

vez malor.

Para o mapa g-logistico, a caracterizacao da propriedade L através do gs., nao
foi possivel ser realizada devido ao valor de do parametro de controle a nao estar
suficientemente préoximo do valor critico a.. As flutuagoes nos valores maximos
(supremo) de L, na ﬁgura sao muito acentuadas, de modo que fica comprometido

aproximéa-las por uma reta, e estimar qge,.

As relagoes entre indices do tripleto também podem estar associadas as equacoes
de dualidade: dualidade aditiva ¢’ = 2 — ¢, dualidade multiplicativa ¢” = 1/¢, e uma
combinagdo de ambas, ¢ = 2 — 1/q. Estas dualidades estao relacionadas com

propriedades de g-exponenciais: por exemplo ((TSALLIS| 2009))
egert, =1 Vg (5.3)

(eg)er/y =1 Vg (5.4)

q
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(eg)=€5",, Vaq (5.5)

q

d

T OXP T = expy_1,,(qT) Vq. (5.6)

Através dos dados do campo magnético resultantes dos ventos solares obser-
vados pela nave Voyager 1 da NASA préoximo a 40AU e 85AU durante 1989 e
2002, respectivamente, Burlaga e Vinas (2005) estimaram os valores do g¢-tripleto
(Gstar = 1.75£0.06,g5en, = —0.6£0.2 € g,y = 3.84£0.3). Os valores destes parametros
nao apresentaram mudancas significativas para os dois conjuntos de dados. Estes
resultados reforcam a necessidade de compreensao da relacao entre os parametros
do tripleto. Estas relacoes sao mais facilmente exploradas quando estudados sobre

sistemas como mapas.

A anélise mais precisa do mapa g-logistico para obtencao de propriedades do
g-tripleto exige o aprimoramento das técnicas de determinacao do parametro de
controle no limiar do caos, uma vez que para a regiao em que as propriedades apre-
sentam entrada no caos por duplicagido de periodo(SD(f(x)) < 0) existe varia¢do
de escala da aproximacao do parametro critico em funcao de gpqp. Em relacao as
estimativas do ¢, existe a suspeita de que a amplitude das oscilacoes periddicas
aumentam com o tempo, portanto é necessario aumentar W e nimero de condi-
coes de iniciais por célula. Quanto a estimativa de ¢.,; € necessario explorar as
caracteristicas geométricas encontradas na estimativa da melhor célula de condicoes
iniciais 3.5l E para a estimativa de ggq, € preciso observar as leis de perda de
oscilagoes log-periddicas & medida que gmap — 2. Esta dissertacao deixa ainda
em aberto a caracterizacao das diferentes rotas para o caos para as regioes de ¢pqp
para SD(f(z)) > 0. A coexisténcia de atratores e caracteristicas do caos robusto

merecem anéalise detalhada adicional.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Limites para o ¢g-produto

Os limites de gmap — —00, Gmap —> 1 € ¢map — 00 para g-produto (equagao caso

em que y = x) nos conduzem a limites indeterminados dos tipos 0, oa” e 0°.

Caso I - g - —©

1
. _ . l_q 717(1
th_n x®qx—th_n 2|79 — 1}+

1
qggnoow Qg T = qEEIloo [2|z]|> — 1]5

qE{nOOx QT = qEIEloo [2]|z|> — 1]9r

Neste caso, verifica-se que existe uma restricio r =

parcelas entre colchetes deve ser positiva, assim;

: : s 110
qgr_nooa:®qx:q£r_noo[2x 1% — 1],
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(A1)

(A.3)

+1, j4 que a soma das

(A.4)



lim z®,z = lim [1]9r

q——00 q——00

(A.5)

encontrando um limite indeterminado, entretanto podemos reescrever este limite

por outro caminho, sendo com a restricao x = +1.

lim h( )9(Q)

q——00

para h(q) > 0

lim h(q)?? =expL

q——00

sendo

lim h(q) =

q——00

logo

L= hm\Oln (0)]=0

q—)

20

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)



assim

qg——00

Caso IT-¢g—1

g—1 q = _ 1
hmx@ xz lim [‘3’33‘1 q __ ]H
- q——1 |

: - Do
}zgrix ®qx—q1g£11 [2|x| 1]3r
. o -
limz®z = lim [2af’ -1]]
i 9(q)
Lim h(g)

para h(q) >0

lim h(q)g(q) —expl

q—1

sendo

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)



lim g(q) = +o00

q—1F

para este limite indeterminado podemos aplicar L’Hospital,

lim 2|7 1n |z|

=21
i o —y) — 2kl

Se aplicarmos a transformacao & proposta anteriormente

L = In|z|?

exp L = |z|?
Caso III ¢ — o©

1
- T 1- =
qlggoac®qx—t}ggo [2]z] q—l]jrq
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)



lim z ®, x = lim [Q\x]_oo — 1} =

q—00 q—00 +

. : s 410
qlirlgox ®q T = qlirglo [2]z] 1}+

lim z ®, z = lim [2 x 1% — 1]

0
q—o0 q—00 +

. . 0
lim z ®, z = lim [oo]+
q—00 q—00

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

encontrando um limite indeterminado, entretanto podemos reescrever este limite

por outro caminho, sendo com a restricao x = +1.

; 9(q)
1im A(g)

para h(q) > 0

lim A (q)9@ = exp L
q—1

sendo
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lim ¢g(¢) =0 (A.35)

q—00
lim h(q) = o0 (A.36)
q—00
logo
L= li_}m g(g)In(h(g)) =0-00=0-00 (A.37)
q—o0
1—q __ 1
li (2121 D _ oo (A.38)
q—1 1—¢q —00

podemos utilizar a regra de L’Hospital

. 2lz/M x| oo
lim =22 — ™ 22 A.39
prre 2|z|'-7—1] oo ( )
derivando mais uma vez, teremos
. 2z In |z|In |x]

1 =1 A.40
putd 2|z[1=41n |z| nle ( )
lim © ®, x = |z| (A.41)

q—00

A.2 Derivada schwarziana

Sendo a equacao do mapa logistico generalizado representada pela funcao abaixo:
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f(@) =1-az®,,, v=1—al2z|""*—1];" (A.42)

Denotaremos por base do g-produto a equacao

By = 27— 1] (A.43)

assim a funcao assume a seguinte representacao;

(@) =1—aBI".

As derivadas de primeira, segunda ordem da funcdo do mapa generalizado ne-

cessarias ao caculo da derivada schwarziana sao dadas pelas equacoes a seguir:

" 1 q(2¢g—1) 3222 / 3
= — B, (B )
@) T2 " i
1 q 2¢-1 "
3——B,'" "B, B
1— q 1— q + +=+

1 1%(1 "
BB

—a

—a

onde as derivadas de primeira, segunda e terceira ordem da base sao respectivamente:
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’

By =2(1—q)lz|™1

By =2(1—q)(—q)|z[~*

"

B, =2(1-q)(—q)(-1— q)|z| >

substituindo estas derivadas na equacao da derivada schwarziana obtém-se:

4q(2g = Dla| >
Rl — 1],
T Y G S [ P

3 2 Y
s (e +cow”) .

SD(f(x))

Se expandirmos e reorganizarmos a equagao é possivel encontrar o seguinte

resultado:

4

— 1_ 4|x’qmap—1 + |x|2(qmap_1)

SDU ) = (s 52 ) b 1 ). (a9

Este resultado facilita a avaliacao do sinal desta derivada. O caso gy, = 1 corres-

ponde ao caso usual do mapa logistico. Este limite pode ser verificado.
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A.3 ¢-Exponencial

A maximizac¢ao da entropia de Tsallis S, sob determinados vinculos da aréa da
distribuicao e sobre a estimativa da média generalizada da energia F; resulta na

determinacao da distribuicao g-exponencial.

w w
<I>:Sq—a<ZH—I> —5(23‘1&—@) (A.46)
=1 =1

o i) P - ai) T i) P (A
0= 1—iqquql —a— BePi T E; (A.48)

P 1= 1= B —a =0 (A.49)

P, = {@} " [1—(1—q)BE,|™. (A.50)

Aplicando a equacgao do primeiro vinculo:

w =W )
Sor=1= =) Y - - s (A.51)
a(l—q)|7r _ 1 _ 1
[ q } SV - (- qBE]=  Z A2
P= g 1= (- goE (A.53)
P; = Zie;BEj (A.54)
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A.4 ¢-Gaussiana

A equacao da entropia de Tsallis na forma continua é:

1— |7, Flop(x))

Sqlp(z)] =k q—1

(A.55)

a variavel p(x) é a densidade de probabilidade e ¢ é varidncia. A maximizagao da

entropia deve atender aos vinculos:

/_OO dxp(z) =1 (A.56)

(e 9]

/00 C%xxz[ap(x)]q =0’ (A.57)

—00

Este procedimento consiste na definicao de um funcional como segue:

O Sl 1 /) N V_Oo dap(z) — 11 _ 3 U_OO %xﬁ[ap(x)]q _ |

q— 1 (%S) 00
a igualdade da derivada de ® na direcao de p'(x) com zero, define qual funcao de

densidade de probabilidade maximiza a entropia:

00 dg Olop(x)]4
oo 1 [ el
—k
op'(z) qg—1

o[ s

0 ([, Latlop(a))t - 2|

5o} (A.58)
A = dlop(a)lob(0() ~ (o) (A.59)
0P _kff"oo Lglop(x)] od(p(z) — p'(2))
op'(x) qg—1
~a| [ dwstpie) - o)
0| [~ Zaloptaodota) - (o) (A.60)
0P [Up(x)]q_l 2 q—1
) = R o e f [#%q[op(x)]"] (A.61)



0=—hg= == —a=p [2?qlop(x)]*™] (A.62)

a(g —1) = —kqlop(x)]"™" — B(q — 1) [°qlop(z)]*"] (A.63)
q—1 alg—1) 1

lop()] { v 1 =1 (A.64)
~ [alg—1) = 1

[op(z)] = { e } TEN TR (A.65)
1 ag-1)]7 1

p(z) =~ { e } TR (A.66)

Logo, fica definida a funcao de densidade de probabilidade como ¢-gaussiana:

pa) =+ {M} - exp, (-%ﬁ) (A.67)

o —kq
Os proximos passos sao as deducoes para definir as constantes o e 3. Substituindo

p(z) no primeiro vinculo:

/OO drp(z) =1 (A.68)

/_ Z dx exp, (—gﬁ) - % [ﬁ} o (A.69)

Utilizando uma tabela de integragao pode-se solucionar o elemento da esquerda da

igualdade acima:

(A.70)
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(w)(r(f%> :1{%};1 (A.71)

Blk q_l)[‘<q+1> ola(l—gq
Reorganizando os elementos desta igualdade ¢ possivel eliminar a constante « da

equagao de p(z)

(57) a : 1<)(r<)>_> -2 5] - (A72)
p(z) = [B(qk; 1)}; FF(E(?:?) exp, <_§x2) .

O segundo vinculo seré utilizado para resolver a constante /3.

[ [y FF<<i>> o (42| < v

2(g—1)

o =0 @J [ o o, (22)] =t (a

(¢-1)

A solugao tabelada para a equacao do segundo vinculo pode ser resolvida por:

[ o o) = 5 (). dm)

) VW Ty
/_ Z daa? [equ (—gxzﬂq - Q(ﬁl/k) (ﬁjk) (qi(;)ilF(;)l)
507 (ﬁ7k><q_r 1(>T()>_) -

BIk)V \B/k

ol {M]g [F@)r%l < 7 >< 262) — otA.78)

a=3 1 1 3—q
[ qs{%—l)] A C) NP
ol 5 |7 Tz (¢g—1)z . 2(3q—_q1)> . <ﬁ> (A.79)




)} s (As1)

q
3—
F<2(q—ql) r q—Ll)
2 2(q=1) 17 5%
1\3 92 1-¢ _ 3_q 3—¢q 1 q q q
A, = | = —a(q—1)"'xT r{— ) r{—— A.82
! <2> g1 (2((1—1)) [ (q—l) (q—l) (4:82)
Aqui utiliza-se uma conhecida propriedade da funcao I'(2)
L(z+1) ==2I'(2) (A.83)
q 1
r——») = — 41 A.84
(q—1> (q—1+> (4.34)
1 1
= r A.
q—1 (q—l) (4.59)
2 2(q=1) 15
1\3 7 1-9 _ 3—q 34 1\ 1 1
A —= — —q —1 1 F F F
! <2> Tl (2(61—1)) [ (q—l) [q—l <q—1>}

N AT A YA AU Tt L
q_<5) ( m ) (2(q—1)) (q—l) <q—1> (4.87)
Assim A, pode ser reescrito:
2(¢—1)
2 S r() |
1)\ 3¢ — 1)\ 3¢ —
s () () [ ] ns9)
2 s F( 3—q )
2(¢—1)
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